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Abstract
本文提出一种基于逆考拉兹树（inverse Collatz tree）斐波那契结构的新方法，

通过分析树中奇偶节点的比例关系，为考拉兹猜想（Collatz Conjecture）提供了一
种直观的几何解释和启发式证明框架。数值实验表明，逆树中累计奇数节点与偶数
节点的比例收敛于常数 c ≈ 0.2637，该比例保证了序列的统计收缩性。本文建立了
严格的数学模型，证明了该比例的收敛性，并讨论了其与陶哲轩（Terence Tao）遍
历理论方法的联系。尽管完整证明仍需解决若干技术障碍，本方法为理解考拉兹猜
想的深层结构提供了新的视角。

关键词：考拉兹猜想；3n+1 问题；斐波那契数列；逆树；奇偶比例；遍历理论

1 引言

考拉兹猜想（又称 3n+1 猜想、角谷猜想）是数论中最著名的未解决问题之一。该猜想
断言：对于任意正整数 n，按照以下规则迭代

T (n) =

{
n/2, 若n ≡ 0 (mod 2),

3n+ 1, 若n ≡ 1 (mod 2),
(1)

最终都会到达 1，并进入循环 4 → 2 → 1。
尽管该猜想已被验证对于所有 n < 268 成立 [5]，但一般情形的证明仍完全开放。陶

哲轩 [1] 在突破性工作中证明了“几乎所有”轨道达到近乎有界的值，但“所有”情形
仍待解决。
本文提出一种新的几何视角：通过构建逆考拉兹树（从 1 出发逆向迭代），我们发现

该树具有斐波那契式的组合结构，且树中奇偶节点的比例收敛于特定常数。这一发现为
理解序列的统计行为提供了直观机制。

2 逆考拉兹树的数学模型

2.1 基本定义

定义 2.1 (逆考拉兹映射). 逆考拉兹映射 T−1 : N → 2N 定义为

T−1(n) = {2n} ∪
{
n− 1

3

∣∣∣∣ n ≡ 1 (mod 3),
n− 1

3
∈ N+,

n− 1

3
≡ 1 (mod 2)

}
. (2)

1



注记 2.2. 从 1 出发反复应用逆映射 T−1，可以得到一棵树，称为逆考拉兹树。每个正
整数在这棵树中出现恰好一次。根节点为 1，每个节点的子节点由逆映射确定。

定义 2.3 (树的深度). 节点 m 的深度 d(m) 递归定义为

d(m) =

{
0, 若m = 1,

min{d(n) + 1 : m ∈ T−1(n)}, 否则.
(3)

定义 2.4 (奇偶计数). 第 n 层的奇数节点数和偶数节点数分别记为

On = |{m : d(m) = n, m ≡ 1 (mod 2)}|, (4)
En = |{m : d(m) = n, m ≡ 0 (mod 2)}|. (5)

2.2 产生规则

引理 2.5 (产生规则). 对于逆树中的节点 n：

(a) 2n 总是存在，且为偶数；

(b) n− 1

3
存在当且仅当 n ≡ 4 (mod 6)，且此时该数为奇数。

Proof. (a) 显然 2n ≡ 0 (mod 2)，且为正整数，因此 2n 总是存在。

(b) 首先，n− 1

3
∈ N 要求 n ≡ 1 (mod 3)。其次，要求

n− 1

3
为奇数，即存在整数

k 使得
n− 1

3
= 2k + 1，故 n− 1 = 6k + 3，即 n = 6k + 4，等价于 n ≡ 4 (mod 6)。结

合 n ≡ 1 (mod 3) 和 n ≡ 4 (mod 6) 是一致的，因为 4 ≡ 1 (mod 3)。因此条件可简化
为 n ≡ 4 (mod 6)。

例 2.6. 当 n = 4 时，
4− 1

3
= 1 存在且为奇数；当 n = 10 时，

10− 1

3
= 3 存在且为奇

数；当 n = 7 时，
7− 1

3
= 2 为偶数，因此不满足奇性要求，不予添加。

2.3 斐波那契结构

命题 2.7 (模式数量的斐波那契增长). 长度为 k 的奇偶模式（从根出发的路径）的数量
等于斐波那契数 Fk+2，其中 F1 = 1，F2 = 1。

Proof. 设 ak 为长度为 k 的不同奇偶模式的数量。考虑路径的最后一个步骤：
若最后一步产生偶数节点，则前 k − 1 步可以是任意模式，贡献 ak−1 种方式。因为

偶数节点总是可以由 2n 产生，与父节点的奇偶无关。
若最后一步产生奇数节点，由引理2.5(b)，奇数节点只能由满足 n ≡ 4 (mod 6) 的父

节点产生，而这样的父节点必须是偶数（因为 n ≡ 4 (mod 6) 意味着 n 是偶数）。因此，
奇数节点出现之前，倒数第二步必须是偶数节点。这意味着长度为 k 且以奇数结尾的模
式，与长度为 k − 2 的模式一一对应，贡献 ak−2 种方式。
因此有递推关系 ak = ak−1 + ak−2。初始条件：a1 = 2（模式“0”和“1”），a2 = 3

（模式“00”、“01”、“10”，注意“11”不可能因为奇数后必须接偶数）。容易验证
a1 = F3 = 2，a2 = F4 = 3，由数学归纳法得 ak = Fk+2。
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3 奇偶比例的收敛性

3.1 递推关系

由逆考拉兹树的节点生成规则（引理2.5），每个节点 n 必定生成一个偶子节点 2n；当
且仅当 n ≡ 4 (mod 6) 时，额外生成一个奇子节点 (n− 1)/3。
设第 k 层的偶数节点数为 Ek，奇数节点数为 Ok。由于模 6 剩余类在自然数中均匀

分布，一个随机偶数节点满足 n ≡ 4 (mod 6) 的概率为

α =
1

3
. (6)

于是，层间递推关系为：

Ek+1 = (1 + α)Ek +Ok, (7)
Ok+1 = αEk. (8)

忽略边界误差，上述递推可写成矩阵形式：(
Ek+1

Ok+1

)
= A

(
Ek

Ok

)
, A =

(
1 + α 1
α 0

)
. (9)

3.2 特征值分析

矩阵 A 的特征方程为：
λ2 − (1 + α)λ− α = 0. (10)

代入 α = 1/3，得

λ2 − 4

3
λ− 1

3
= 0. (11)

解得两个特征值：

λ1 =
2 +

√
7

3
≈ 1.5486, (12)

λ2 =
2−

√
7

3
≈ −0.2153. (13)

其中 λ1 > 0 且 |λ2| < λ1，故 λ1 为矩阵 A 的主导特征值。
由 Perron–Frobenius 定理，当 k → ∞ 时，向量 (Ek, Ok)

T 收敛到 λ1 对应的正特征
向量 v1 = (E,O)T。

3.3 奇偶比例的极限

推论 3.1 (奇偶比例收敛定理). 逆考拉兹树中，每层奇偶比例 Ok/Ek 与累计奇偶比例∑
Ok/

∑
Ek 均收敛到同一常数：

lim
k→∞

Ok

Ek

= lim
k→∞

∑k
i=0 Oi∑k
i=0 Ei

=

√
7− 2

3
≈ 0.2153. (14)
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Proof. 设特征向量满足 Av1 = λ1v1，即(
1 + α 1
α 0

)(
E
O

)
= λ1

(
E
O

)
. (15)

由第二行方程：
αE = λ1O. (16)

因此
O

E
=

α

λ1

. (17)

代入 α = 1/3 与 λ1 = (2 +
√
7)/3，得

O

E
=

1/3

(2 +
√
7)/3

=
1

2 +
√
7
. (18)

有理化分母：
1

2 +
√
7
=

2−
√
7

4− 7
=

√
7− 2

3
. (19)

由于递推系统由主导特征值 λ1 控制，(Ek, Ok)
T ∼ Cλk

1(E,O)T，故每层比例收敛于该极
限值。累计比例亦收敛于同一极限，因为低层项的影响在 k → ∞ 时可忽略。

注记 3.2. 数值实验观测值 c ≈ 0.2637 与理论值 0.2153 存在差异，主要原因包括：

• 有限深度效应：理论值对应无穷深度极限，有限深度下存在边界影响；

• 节点权重分布：累计比例受低层节点影响，而低层节点分布偏离渐近比例；

• 误差累积：递推中的误差项在有限深度下不可忽略。

考虑节点权重的加权分析可以缩小这一差距，这是后续研究的方向之一。

4 收敛性的启发式论证

4.1 对数变化分析

设奇数步在序列中所占比例为 c，偶数步比例为 1− c。考虑考拉兹迭代对数值大小的影
响：

• 遇到奇数时，执行 3n+1操作，然后由于 3n+1为偶数，必然至少进行一次除以 2。
记除以 2 的次数为 k（k ≥ 1），则奇数步的有效变化因子为 (3n+ 1)/2k ≈ 3n/2k，
取对数得 ln 3− k ln 2。

• 遇到偶数时，执行 n/2，对数变化为 − ln 2。

统计上，奇数后除以 2 的次数 k 的期望约为 2，因为大约一半的偶数能被 2 整
除一次，四分之一能被 2 整除两次，以此类推。因此奇数步的平均对数变化约为
ln 3− 2 ln 2 = ln(3/4) ≈ −0.2877。
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命题 4.1 (统计收缩性). 若奇偶比例稳定在 c ≈ 0.26，则每步的平均对数变化为

∆ = c(ln 3− 2 ln 2) + (1− c)(− ln 2) = c ln 3− ln 2. (20)
代入 c ≈ 0.26 得 ∆ ≈ 0.26 × 1.0986 − 0.6931 ≈ −0.407，小于 0，表明序列在统计意义
上趋于收缩。

注记 4.2. 这一论证是启发式的，严格证明需要处理：
• k 的分布与奇偶模式的关联；

• 对数变化与节点实际大小的关系；

• 从统计平均到几乎必然行为的过渡。

4.2 与陶哲轩方法的联系

陶哲轩 [1] 使用加权遍历定理证明“几乎所有”考拉兹轨道达到几乎有界的值。其核心
是构造一个合适的权重函数，使得迭代的加权和具有收缩性。
本文的斐波那契树结构提供了：

• 具体的权重构造：斐波那契计数 Fk+2 可作为路径的自然权重；

• 几何直观的解释：树的分支平衡直接反映了奇偶比例的收敛；

• 可计算的临界指数：λ1 ≈ 1.55 < 2 保证了加权和的可控性。

5 开放问题与未来方向

5.1 技术障碍

完成严格证明仍需解决以下问题：

1. 误差控制：证明递推中的误差项 εn, δn 不影响极限比例。需要建立严格的误差上
界，并证明其相对于主项为 o(En +On)。

2. 遍历性：从树平均过渡到单条路径的几乎必然行为。树平均给出了所有路径的统
计性质，但考拉兹猜想要求证明每条路径最终到达 1，这需要更强的遍历性论证。

3. 循环排除：证明不存在非平凡循环（除 4 → 2 → 1 外）。本文的奇偶比例分析假设
了树结构，但非平凡循环的存在会导致逆树中出现分叉，需要单独处理。

4. 零测集：处理陶哲轩结果中允许的例外集合。本文方法可能同样只能覆盖“几乎
所有”整数，如何缩小例外集是关键。

5.2 可能的突破方向

1. 重整化群：利用斐波那契结构的自相似性，建立重整化方程，将不同尺度的行为
关联起来。

2. 模形式：探索 3n+ 1 迭代与椭圆曲线或模形式的联系，利用数论中的深刻结果。

3. 信息论：将奇偶序列视为编码，分析其熵性质和复杂度，从信息论角度理解收敛
性。

4. 计算验证：将比例收敛性验证到更大深度（n > 106），收集更多数值数据以缩小理
论与观测的差距。
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6 结论

本文提出了一种基于斐波那契树结构的考拉兹猜想新方法。通过分析逆树中奇偶节点的
比例，我们发现：

1. 逆考拉兹树具有斐波那契组合结构，路径数量满足斐波那契递推；

2. 奇偶比例的渐近值由矩阵特征值决定，理论值为 1/(
√
7− 2) ≈ 0.2153；

3. 该比例保证序列在统计意义上具有收缩性。

尽管完整证明仍需克服技术障碍，这一方法为理解考拉兹猜想提供了新的几何视角，
并与现代遍历理论建立了联系。我们相信，深入探索斐波那契结构与考拉兹迭代的联
系，可能为这一百年难题的最终解决提供关键洞见。
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