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1. 问题陈述与研究背景

物理背景。磁流体力学（MHD）研究导电流体与磁场间的宏观相互作用，广泛应用于天体物理、地球物理、高速空气动力学和等离子体物理。MHD
方程组由可压缩 Navier–Stokes 方程与 Maxwell 方程组耦合而成。在 MHD 近似下，位移电流可被忽略，电磁场通过磁场 H 和速度 u 表
征，电场 E = ν∇× H − u × H。

数学问题。研究三维有界域 Ω ⊂ R3（∂Ω ∈ C2+κ, κ > 0）上可压缩等熵 MHD 方程组的初边值问题：
∂tρ+ div(ρu) = 0, (连续性方程)

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u) +∇p = (∇× H)× H + div S(∇u), (动量方程)

∂tH −∇× (u × H) = −∇× (ν∇× H), div H = 0, (感应方程)

其中状态方程 p(ρ) = aργ（常数 a > 0，绝热指数 γ > 1），Newton 粘性应力张量 S = µ(∇u +∇tu) + λ div u I（粘性系数满足 2µ+ 3λ > 0,
µ > 0），ν > 0 为磁扩散系数。初始边值条件为 ρ0 ∈ Lγ(Ω), ρ0 ≥ 0；ρ0u0 = m0 ∈ L1(Ω), |m0|2/ρ0 ∈ L1(Ω)；H0 ∈ L2(Ω), div H0 = 0；
u|∂Ω = 0, H|∂Ω = 0。

核心问题。 Hu–Wang (2010, ARMA) 建立了 γ > 3/2 时有限能量弱解的全局存在性。弱解的唯一性是更深层也更困难的问题——即使在一维
情形，全 MHD 方程组大初值古典解的全局存在性仍为 未解决问题 。本文研究：若同一初始数据下同时存在弱解和强解，二者是否必然重合？即
弱–强唯一性（weak–strong uniqueness）。

2. 主要结果

定理 2.1（弱–强唯一性）

条件：Ω ⊂ R3 为具 C2+κ 类边界的有界域（κ > 0），γ > 1。

假设：
• {ρ, u,H}：满足定义中所有条件的有限能量弱解（密度非负、能量不等式、分布意义下满足方程等）；
• {ρ̃, ũ, H̃}：由相同初始数据出发的强解（ρ̃ ∈ C1, ρ̃ ≥ ρ > 0；ũ, ∂tũ,∇2ũ ∈ C；H̃, ∂tH̃,∇2H̃ ∈ C）。
结论：在强解存在的时段 [0, T ] 内，弱解与强解完全重合：

ρ ≡ ρ̃, u ≡ ũ, H ≡ H̃, a.e. 于(0, T )× Ω.

注记 4.1（可压缩 Navier–Stokes 推论）

当系统不含电磁场（即 H ≡ 0）时，定理 2.1 直接给出等熵可压缩 Navier–Stokes 方程的弱–强唯一性，且绝热指
数条件仅需 γ > 1。这改进了 Feireisl–Jin–Novotný (2012, J. Math. Fluid Mech.) 中要求 γ ≥ 6/5 的结果。改进的
关键在于对剩余项 R 中 {ρ ≥ 2ρ̃} 区域的新估计技术。

3. 关键技巧

关键技巧：相对熵（Relative Entropy）方法：
• 定义相对熵泛函

E =

∫
Ω

[
1
2
ρ|u− ũ|2+Π(ρ)−Π′(ρ̃)(ρ− ρ̃)−Π(ρ̃)+ 1

2
|H−H̃|2

]
dx

其中 Π(ρ) = a
γ−1

ργ

• E 度量弱解与强解的偏差；E = 0 当且仅当二者重合
• 建立相对熵不等式：左侧包含粘性耗散

∫
(S(∇u)−S(∇ũ)) : (∇u−

∇ũ) dx 和磁扩散耗散 ν
∫
|∇H −∇H̃|2 dx

• 剩余项 R 通过 Hölder、Sobolev、Korn 型不等式被吸收

核心想法：速度–磁场解耦技巧：
• 剩余项 Rm 含 u 与 H 的交叉项
• ∥u − ũ∥L∞ 不在相对熵中，无法直接控制
• 利用 div H = div H̃ = 0 进行分部积分，重组交叉项结构
• 最终用 Young 不等式 δ-C(δ) 技巧：小量部分吸收到耗散项，大
系数部分乘以相对熵上界

• 这是区别于纯流体情形的核心新困难

https://doi.org/10.1016/j.na.2013.02.015


创新点：降低绝热指数下界的创新：
• Feireisl et al. (2012) 对纯流体要求 γ ≥ 6/5

• 本文仅要求 γ > 1，关键在于对 Rd 中 {ρ ≥ 2ρ̃} 区域的新估计
• 利用 Π 的凸性：Π(ρ)−Π′(ρ̃)(ρ− ρ̃)−Π(ρ̃) ≥ C ργ

• 结合
∣∣ ρ−ρ̃

ρ

∣∣ρ1/2 ≤ Cρ(1−γ)/2（γ > 1）控制奇异因子

待思考：与现有方法的比较：
• Germain (2011) 引入相对熵概念，但要求密度具有空间梯度（存
在性未知）

• Feireisl et al. (2011)引入 “suitable weak solution”概念，γ ≥ 6/5

• Feireisl et al. (2012) 证明任意有限能量弱解满足相对熵不等式
• 本文在上述框架上处理磁场耦合，同时放松了 γ 的限制

4. 证明框架

Step 1 定义相对熵：E[ρ, u,H|ρ̃, ũ, H̃] =
∫
Ω

[
1
2
ρ|u − ũ|2 +Π(ρ)−Π′(ρ̃)(ρ− ρ̃)−Π(ρ̃) + 1

2
|H −

H̃|2
]
dx，其中 Π(ρ) = a

γ−1
ργ

Step 2 选取检验函数：以 ũ 代入动量方程 (2.5)；1
2
|ũ|2 和 Π′(ρ̃) 代入连续性方程 (2.4)；H̃ 代入

磁场方程 (2.6)； 1
2
|H̃|2 由强解方程直接导出

Step 3 导出相对熵不等式：将 Step 2 的五个关系式与能量不等式 (2.7) 合并，经繁琐但直接的计
算得到：E(τ) +

∫ τ
0

[
(S(∇u)−S(∇ũ)) : (∇u−∇ũ) + ν|∇H−∇H̃|2

]
dx dt ≤ E(0) +

∫ τ
0 Rdt

Step 4 分解剩余项：R = Rd +Rm，其中 Rd（(3.9)）涉及流体部分（密度、速度），Rm（(3.10)）
涉及磁场与速度的交叉耦合

Step 5 估计 Rd：重组后分三部分——(i) ∥∇ũ∥L∞ 乘以 E；(ii) 含 f̃/ρ̃ 的项在 {ρ̃ < ρ <

2ρ̃} ∪ {0 ≤ ρ < ρ̃} 上用 Hölder+Sobolev+Korn 不等式估计；(iii) {ρ ≥ 2ρ̃} 上利用 Π

的凸性和 γ > 1 控制 ρ(1−γ)/2 因子
Step 6 估计 Rm：利用 div H = div H̃ = 0 及分部积分重组为四项（(4.2)），每项通过 Hölder 不

等式和 Korn 型不等式，用 δ-C(δ) 技巧分别吸收到 δ∥S(∇u−∇ũ)∥2
L2 或 δ∥∇H−∇H̃∥2

L2

中
Step 7 Gronwall 不等式：合并所有估计得到 E(τ) ≤

∫ τ
0 h(t)E(t) dt，其中 h ∈ L1(0, T )，由

Gronwall 引理得 E ≡ 0

5. 评价与分析

创新点：优势与创新：
• 首次将相对熵弱–强唯一性方法从可压缩 Navier–Stokes 系统推广
至三维 MHD 系统

• 绝热指数条件仅要求 γ > 1，优于 Feireisl et al. 对纯流体需要的
γ ≥ 6/5

• 系统处理了磁场–速度耦合交叉项 Rm，发展了新的分部积分重组
策略

• 证明框架具有模块化特征，对后续多物理场耦合系统的弱强唯一性
研究有重要参考价值

• 作为推论改进了纯流体情形的结果，体现了 MHD 方法论向纯流
体的反哺

注意：局限与不足：
• 仅考虑等熵情形，未处理完整 MHD 方程组（含温度/能量方程）
• 强解要求 ρ̃ ∈ C1, ũ, H̃ ∈ C1,2，正则性较高，实际局部存在时间
可能较短

• 有界域假设，未涉及全空间 R3 或外区域情形（可能需不同的函数
空间框架）

• 弱解全局存在性已建立于 γ > 3/2，与本文的 γ > 1 之间存在间
隙

• 未讨论 renormalized 弱解的情形

6. 个人笔记与思考

相对熵方法的核心在于选取强解作为检验函数并构造守恒量之差，这一框架具有很好的可推广性，适用于带外力、热传导、量子效应等更复杂的
系统
{ρ ≥ 2ρ̃} 区域上利用 Π 的凸性估计 ρ(1−γ)/2 因子（γ > 1 时有界），是降低绝热指数下界的关键步骤。这一技巧简洁但深刻，值得在研读时推
导验证
磁场交叉项 Rm 的处理是本文最核心的技术贡献。其分部积分重组策略——将 H 与 H̃ 的差、u 与 ũ 的差从交叉耦合中逐步解耦——可借鉴至
量子 MHD、多组分流体等类似耦合系统
弱解存在性（γ > 3/2）与弱–强唯一性（γ > 1）之间的间隙是值得关注的开放问题。缩小此间隙的可能方向：(i) 改进弱解的存在性理论至更小
的 γ；(ii) 利用 renormalized 解框架
本文方法是否可推广至全空间 R3？主要困难在于 L∞ 范数的控制及远场衰减行为
完整 MHD 系统（含能量方程）的弱–强唯一性是否可用类似方法处理？能量方程引入的温度场与密度、速度的耦合将带来新的交叉项
与 Feireisl et al. (2012, JMMF) 的纯流体结果对比阅读，重点关注 Rd 估计中 {ρ ≥ 2ρ̃} 部分的改进细节
与 Feireisl–Novotný (2012, ARMA) 关于完整 Navier–Stokes–Fourier 系统的结果对比阅读，思考能量方程带来的新困难
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